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概要
リーマン面上に正則微分の組が与えられると，Hitchin section に含まれる Higgs 束を定義で
き，それは自然な対称積を持っている．本講演では，Hitchin sectionに含まれる階数３の Higgs

束について，スペクトル曲線が 2重被覆になる条件の下で，対称積と整合的な調和計量の存在に
ついて説明する．特に Cや C∗ 上の場合を扱う．

1 Higgs束と調和計量
本稿では X をリーマン面とする．X 上の Higgs束 (E, θ)とは，X 上の正則ベクトル束 E と正

則なベクトル束の射 θ : E → E ⊗KX の組のことである．ここでKX とはX の余接束を指す．θを
Higgs場と呼ぶ．まず，本稿の主題である Hitchin方程式とその解である調和計量を紹介しよう．

定義 1.1. (E, θ)を X 上の Higgs束とする．E のエルミート計量 hが次の方程式 (Hitchin方程式)

を満たすとき hを調和計量という．
F∇h

+ [θ, θ∗h] = 0. (1)

ここで，∇h は hに関する Chern接続であり，F∇h
はその曲率である．また θ∗h は hに関する θ の

随伴である．このとき，組 (E, θ, h)のことを調和束と呼ぶ．

注意 1.2. 式 (1)は接続 ∇h + θ + θ∗h の曲率が 0であることを指す．

Hitchinは Yang–Millsの自己双対方程式を次元簡約することで式 (1)を導入した [3]．与えられた
Higgs束が調和計量を持つかどうか調べるのは一般には難しい問題である．しかし，いくつかの場合
によく知られている事実がある．本章では X がコンパクトリーマン面であるときの重要な定理を紹
介する．
まずベクトル束の次数や Higgs束の安定性について紹介する．

定義 1.3. E を X 上の Cベクトル束とする．E の次数 deg(E)を次で定義する．

deg(E) =

∫
X

c1(E).

ここで c1(E)とは E の第一チャーン類のことである．E の次数を E の階数で割った値を µ(E)で表
し，slopeと呼ぶ．
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定義 1.4. (E, θ)を X 上の Higgs束とする．θ(F ) ⊂ F ⊗KX を満たすような E の任意の部分束 F

に対し，µ(F ) < µ(E)を満たすとき，(E, θ)は安定であるという．また (E, θ)が同じ slopeを持つ
安定な Higgs束の直和として表せるとき，多重安定であるという．

調和計量の存在について，次の Hitchin[3]，Simpson[9]による結果が有名である．

定理 1.5 (小林–Hitchin対応). X がコンパクトであるとする．このとき次が同値である．

• Higgs束 (E, θ)が調和計量をもつ．
• Higgs束 (E, θ)が多重安定かつ deg(E) = 0である．

つまり，コンパクトリーマン面上の与えられた Higgs束が調和計量をもつかどうか判定するには安
定性を調べればよいというである．コンパクトでないリーマン面上の Higgs 束についての統一的な
結果はないが，コンパクトリーマン面から有限個の点をのぞいたようなリーマン面上の Higgs束につ
いては類似の対応定理が存在する．また特別な形の Higgs束についてもいくつか調べられている．

2 Hitchin sectionに含まれる Higgs束
X を種数が 2 以上のコンパクトリーマン面とする．階数 r の Higgs 束 (E, θ) が Tr θ = 0 と

det(E) ∼= OX を満たすとき，SL(r,C)-Higgs 束という．X 上の多重安定な SL(r,C)-Higgs 束のな
すモジュライ空間をMで表すことにする．

定義 2.1. 次で定義される写像をHitchinファイブレーションという．

M −→
⊕r

i=2 H
0(X,Ki

X).

∈ ∈

[E, θ] 7−→ (p2(θ), . . . , pr(θ))

ここで p2, . . . , pr は SL(r,C)-不変多項式環の生成元である．

K
1/2
X を一つ固定する．Hitchin sectionとは，Hitchinが [4]でタイヒミュラー空間のある種の

一般化を考えるために導入したもので，Hitchinファイブレーションの右逆射である．つまり任意の
q = (q2, . . . , qr) (qj ∈ H0(X,Kj

X)) に対し，ある Higgs 束 (KX,r, θ(q)) を対応させるものである．
この Higgs束は次のように与えられる：

KX,r =

r⊕
i=1

K
(r−2i+1)/2
X , θ(q) =



0 q2 q3 · · · qr
1 0 q2 · · · qr−1

0 1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . q2

0 · · · 0 1 0

 .

この形の Higgs 束 (KX,r, θ(q)) を，X が必ずしもコンパクトでないようなリーマン面の場合でも
Hitchin sectionに含まれるHiggs束と呼ぶことにする．
次に Higgs束の対称積とそれに関連する概念を定義する．

定義 2.2. (E, θ) を X 上の Higgs 束とする．ベクトル束 E の正則な対称積 C : E ⊗ E → OX が



C(θ⊗ idE) = C(idE ⊗ θ)を満たすとき，(E, θ)の対称積であるという．またX のすべての点のファ
イバー上で C が非退化であるとき，C は非退化であるという．

定義 2.3. C を Higgs束 (E, θ)の非退化な対称積とする．E のエルミート計量 hが対称積 C と整合
的であるとは，写像 ΦC : E → E∗, v 7→ C(−, v)が hと h∗ に関して等長となることをいう．ここで
h∗ は E∗ に誘導されるエルミート計量である．

Hitchin sectionに含まれる Higgs束 (KX,r, θ(q))は

Kj
X ⊗K−j

X −→ OX

から定まる自然な対称積をもつ．これを CX,r と表すことにする．
次のような問題を考えることができる．

問題. Hitchin section に含まれる Higgs 束 (KX,r, θ(q)) は対称積 CX,r と整合的な調和計量を持
つか．

この問題に関して，次のような先行研究がある．

1. Li–望月 [7]は，X が双曲的，つまり普遍被覆が上半平面と双正則となるとき，そのような調
和計量は存在することを示した．さらに X がコンパクトであれば，そのような計量は一意に
定まることも示した．

2. Li–望月 [6]は，Higgs束が generically regular semisimple(次章で説明する)であるとき，そ
のような調和計量が存在することを示した．

3 主定理
主定理に必要な Higgs束のスペクトル曲線について説明する．

定義 3.1. (E, θ)を X 上の階数 r の Higgs束とする．(E, θ)のスペクトル曲線 Σθ を

Σθ = {λ ∈ KX | det(λ idE − θ) = 0}

で定める．KX → X を Σθ に制限して得られる写像を π : Σθ → X で表すことにする．正の整数 n

を
n = max

p∈X
(#π−1(p))

とするとき，π : Σθ → X は n重の分岐被覆であるという．特に n = rのとき，(E, θ)は generically

regular semisimpleであるという．

以下では，Cや C∗ の標準的な座標を z で書く．さらに P1 を Cに無限遠点∞を加えた空間とみ
なす．
講演者はX が非コンパクトかつ放物的，つまりX = Cもしくは C∗ で階数が 3の場合に，qが P1

上有理型であるという条件の下で次の結果を得た．



定理 3.2. q は P1 上有理型であるとする． (KC,3, θ(q))が generically regular semisimple でない，
つまり π : Σθ(q) → C が 1 重もしくは 2 重の分岐被覆のとき，次を満たす多項式 f ∈ C[z] が存在
する．

q2 = 3 · 2−5/3f2(dz)2, q3 = f3(dz)3.

このとき，f の次数が 2以上ならば (KC,3, θ(q))は対称積 CC,3 と整合的な調和計量を持ち，そうで
ないならば持たない．

定理 3.3. q は P1 上有理型であるとする． π : Σθ(q) → C∗ が 1重もしくは 2重の分岐被覆のとき，
次を満たすローラン多項式 f ∈ C[z, z−1]が存在する．

q2 = 3 · 2−5/3f2(dz/z)2, q3 = f3(dz/z)3.

このとき，f が定数でない場合に限り，(KC∗,3, θ(q))は対称積 CC∗,3 と整合的な調和計量を持つ．

階数 3で q が有理型である場合は，定理 3.2，3.3と [6, Theorem 2.34]によって，整合的な調和計
量の存在についての必要十分条件を与えていることがわかる．
定理 3.2の deg(f) ≥ 1の場合にのみ証明の概略を述べる．詳しい議論やいくつかの言葉の定義は

[2]を参照のこと．まず鍵となるのは Li–望月による次の定理である．

定理 3.4 ([6]). X をコンパクトリーマン面とし，D をその有限部分集合とする．このとき次の対象
は同値である．

• 非退化な対称積と整合的な (X,D)上wildな調和束,

• 完全な対称積をもつ (X,D)上の goodかつ多重安定なフィルター付き Higgs束.

q が有理型という条件は wild という条件に対応しており，定理 3.4を用いることができる状況に
なっている．よって，考えたい調和計量の存在問題は次の 2つの問題に分解される．

問 A Higgs束 (KC,3, θ(q))の P1への有理型な延長，つまりE|C = KC,3を満たす局所自由OP1(∗∞)

加群 E で，θ(q)と CC,3 が有理型に延びるものはあるか．
問 B 問 Aで考えた E 上に定まるフィルター付き Higgs束 (P∗E, θ(q)) であって，goodかつ多重

安定で CC,3 が完全となるように延びるものはあるか．

これらの問題を考えるために，θ(q)に関する広義固有空間分解と整合的な無限遠点まわりの KC,3 の
枠 s1, s2, s3 をとる．このとき，問 Aの解答となる次の補題が成り立つ．

補題 3.5. (KC,3, θ(q))の P1 への有理型な延長 E は

E∞ =

3⊕
i=1

OP1,∞(∗∞)si (2)

で定まるものただ一つである．

よって，問 B では式 (2) で定まる E 上のフィルター付き Higgs 束についてのみ考えれば良い．



d = (d1, d2, d3) ∈ R3 とする．E 上のフィルター付き Higgs束 (Pd
∗ E, θ(q))として，

Pd
c E∞ =

3⊕
i=1

OP1,∞([c− di]∞)si, c ∈ R.

で定まるものを考える．ここで [x] は x を超えない最大の整数を指す．以下の 2 つの補題が成り
立つ．

補題 3.6. deg(f) ≥ 2のとき，ある d ∈ R3 が存在して，フィルター付き Higgs束 (Pd
∗ E, θ(q))は

問 Bの条件を満たす．deg(f) = 1のとき，そのような d ∈ R3 は存在しない．

補題 3.7. E 上のフィルター付き Higgs 束で good かつ CC,3 が完全となるように延びるものは，
(Pd

∗ E, θ(q))で定まるもののみである．

補題 3.6，3.7により定理 3.2の deg(f) ≥ 1の場合を得る．
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